Dipl.-Ing. G.Lebelt 1.2.1

1.2.1 Frequenzverhalten eines Tiefpass-Messgliedes

Sachworte: RC-Tiefpass, Verzogerungslied 1.0rdnung, Frequenzgang, Amplituden-
gang, Phasengang

Das Frequenz- und Zeitverhalten vieler Messglieder (Sensoren, Verstarker, usw.) ist
von 1. Ordnung und lasst sich durch die RC-Ersatzschaltung von Bild 1 darstellen.
Fir die Ersatzschaltung sollen die im Buch angegebenen Beziehungen noch einmal
abgeleitet werden. Gleichzeitig wird in dieser Aufgabe das Rechnen mit komplexen
GrolRen gelbt.

o—/—}—+—0
R
ue(t)l cC== lua(t) Bild 1
O O

a) Frequenzgang

al) Geben Sie fur die RC-Schaltung von Bild 1 den komplexen Frequenzgang
G(if) = Ua(f)/Ue(jf) an.

o(jf)-Ya_ Z(C) _ 1jezfc 1

U, R+Z(C) R+1/j2zfC 1+ j2zfRC (1)

a2) Spalten Sie den Frequenzgang in seinen Realteil Re{G(jf)} und Imaginarteil
Im{G(jf)} auf.

Dazu muss zunachst in GI. (1) der Nenner reell gemacht werden. Dies gelingt, indem Gl.
(1) mit dem konjugiert Komplexen des Nenners multipliziert wird. Die Glieder im Zahler
mit dem Faktor j bilden den Imaginérteil, die anderen den Realteil.

Gl. (1):
. 1 1-j2zfRC  1-j27fRC
Gjf)=r AT - S AT @
1+ j27fRC 1- j27fRC 1+(27fRC)
Realteil und Imaginarteil sind:
. 1
ReiG(jf)f=—""%
{ } 1+(27fRC) ®)
. 27 fRC
Im{G(j )} =—2 = )
1+(27r fRC)
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b) Amplitudengang

b1) Geben Sie den Amplitudengang G(f) = | G(jf)| an.

Der Amplitudengang berechnet sich aus dem Real- und Imaginarteil des Frequenzganges
gemal:

Ya
U

Gl. (3) und (4) in (5):

G(f)=[G(jf)=

:3—"":\/Re2+lm2 (5)

€ e

2
1 27 fRC 1
G( f)= ) > + [ ]2 > = > (6)
[1+(27sz0) } [1+(27sz(:) } J1+(271RC)
b2) Welchen Wert hat der Amplitudengang fur den Grenzfall f =0 Hz?
Mit f = 0 Hz liefert GI. (6):
G(f=0Hz)=1 ; U,=U, (7)

Die Eingangsspannung u. wird ungedndert an den Ausgang lbertragen. Das gilt solange
der Term (fR)? <<1 ist und somit in Gl. (6) vernachlassigt werden darf. Spannungen mit
niedriger Frequenz konnen also ungeschwécht passieren. Das RC-Glied stellt einen
,.Tiefpass* dar.

b3) Wie lautet der Amplitudengang fur niedrige Frequenzen mit fRC <<1?

In diesem Fall darf im Nenner von Gl. (6) der Faktor 2zfRC gegeniber 1 vernachléssigt
werden und es ergibt sich:

u
G(RC<<1)= =1 = U,=U, (8)
e

Tiefe Frequenzen einschliellich einer Gleichspannung (f = 0 Hz) kénnen eine derartige
RC-Schaltung ungehindert passieren, woraus sich der Begriff ,, Tiefpass* gebildet hat.

In einem doppelt-logarithmischen Diagramm mit der Frequenz als Abszisse(x-Achse) und
dem Verhaltnis G = U, / U, als Ordinate liefert Gl. (8) das Bild einer zur Abszisse Paral-
lelen.

b4) Wie lautet der Amplitudengang fur hohe Frequenzen mit fRC >>17?

In diesem Fall darf im Nenner von Gl. (6) der Zahlenwert 1 vernachléssigt werden und es
ergibt sich:
a 1 Ue

G(fRC>1)=—2=~» = U.~
( ) U, 2zfRC 4 2z1RC ®)
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Je hoher die Frequenzen sind, desto niedriger wird die Amplitude der Ausgangsspannung.
Das Verhaltnis U, / Ue nimmt mit steigender Frequenz ab. Hohe Frequenzen f; >> 1 wer-
den also unterdriickt. TP-Schaltungen werden allgemein zur Filterung tberlagerter Stor-
spannungen eingesetzt wird und speziell bei Analog/Digital-Umsetzern als sog. ,,Anitalia-
sing-Filter* zur Unterdriickung hoher Frequenzanteile, die nach dem das Abtasttheorem
nicht zul&ssig sind.

In einem doppelt-logarithmischen Diagramm mit der Frequenz als Abszisse und dem Ver-
haltnis G = U, / U, als Ordinate liefert Gl. (8) das Bild einer mit f abnehmenden Gera-
den.

c) Grenzfrequenz

Die Grenzfrequenz fg ist die wichtigste Kenngrolie des betrachteten Messgliedes. Aus die-
sem Grunde wird in den Gleichungen von Frequenz- und Amplitudengang oft nicht mit der
absoluten Frequenz f sondern mit dem Frequenzverhéltnis f/fy , also mit der auf die Grenz-
frequenz fy bezogenen Frequenz f, gerechnet.

cl) Wie ist die Grenzfrequenz fy definiert und wie lautet fg = g(RC)?

Die Grenzfrequenz fy ist die Frequenz, bei der Realteil und Imaginérteil des Frequenz-
ganges Gl. (1) betragsmalig gleich grof sind. Das Gleichsetzen der entsprechenden Ter-
me der GI. (3) und (4) ergibt:

27fRC =1

1
fg:
27RC

(10)

c2) Die obigen Formeln fir den Frequenzgang G und den Amplitudengang G
sind jetzt in der Form G(j f/fg) bzw. G(f/fg) anzugeben.

Mit Gl. (10) ergibt sich aus GI. (1) der Frequenzgang

. 9) 1

G(jflfy)="f=r—""— 11
97Ty, Tt (11)

und aus Gl. (6) der Amplitudengang

1
G(f/fy)=

12
1+(f 1 f,) (12)
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c3) Wie grol3 ist der Wert des Amplitudenganges bei der Grenzfrequenz?

Mit f/ f; = 1 ergibt GI. (12):
1 1
G(fy)=—F——==—==0,707 (13)

Jie12 V2

Bei der Grenzfrequenz fallt die Amplitude der Ausgangsspannung auf 1/~/2 der Amplitude
der Eingangsspannung d.h. um 3 dB, ab.

Mit GI. (12) und GlI. (7) lasst sich auch der Quotient G(fg) / G(f = 0 Hz) angeben

G(fg) 11
S0t _ﬁi_o,m? (14)

c4) Vervollstandigen Sie die Tabelle.

G (f=0Hz) 1 (15)
G (f << fy) 1 (16)
G (f= fy) 1/+/2 =0,707 (17)
G (f >>fy) : /1fg (18)

Wie die Ergebnisse zeigen, ist die Darstellung der Formeln mit f / f; sehr tbersichtlich
und rechentechnisch sehr einfach zu handhaben .

d) Phasengang

d1) Ermitteln Sie den Phasengang o(f) und o(f/fy).

Etwas schneller als die im Buch angegebene Formel flihrt die folgende GI. (19) zum Ziel.

Im{G(j )}

o( f)=arctan Re{g(j : )}

(19)

Gl. (3) und (4) werden in (19) eingesetzt mit der Beziehung arctan (-x) = - arctan x.

2zfRC 1+(27fRC)?
1+(2z fRC) 1 (20)
o( f)=—arctan(27fRC)

o( f)=arctan
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Mit f; = 1 /27 RC ergibt sich die Abhéngigkeit von den bezogenen Frequenzen f/ fy :

p(f/fy)=—arctan(f/ fy) (21)

d2) Wie grol3 ist die Phasenverschiebung ¢ zwischen Eingangs- und Aus-
gangsspannung bei den Frequenzen 0 Hz, fq und f >>fy?

Gl. (20) und GlI. (21) liefern:

e(f=0Hz) —arctan0 =0° (22)
p(f=1y) —arctanl= —% = —45° (23)
p(f>>1;) ~ —arctanoo =—90° (24)

e) Zahlenbeispiel

Gegeben ist die RC-Ersatzschaltung (Bild 1) zweier Sensoren mit den Kompo-
nenten R; und C; bzw. R, und C,. Die entsprechenden Frequenzgénge seien
G (jf) und Ga(jf).

R;=0,16 MQ R, =0,16 MQ

Ci=1uF C, =200 nF

el) Welchen Wert in Hz haben die Grenzfrequenzen fg1 und fg,?
Gl. (10) liefert:

1

fo=
9 5r.016-1080.1.10°°F

=1Hz (25)

1

f =
92 97.0,16-10502.200-10°F

=5Hz (26)

e2) Welchen Wert haben die Amplitudengange G bei f =0 Hz?

Gl. (6) liefert:
Gy(f =0HZ) =7==1; [G,(f =0Hz)|=—1-=1 @7)
J1 V1
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e3) Welchen Wert haben die Amplitudengange G bei f =10 fy und f =100 fq

Gl. (18)
1

(171)

woraus sich direkt die gesuchten Zahlenwerte angeben lassen.

G(f/ 1)~

1 1

G(f=10f )~—=10" G,(f=100f )x—— =102 28
1( g) 10 1( g) 100 ( )
G,(f =10, )~—L =107 G,(f =100f, )~ — =102 (29)
2 97710 2 977100

ed) Tragen Sie die Amplitudengange beider Sensoren fir den Frequenzbe-
reich 0,1 fg bis 10 fy in Bild 2 ein.

Dazu zeichnen Sie zuerst die Parallele zur x-Achse bei G = 1. Tragen Sie die Grenzfre-
quenzen fg nach Gl. (25) und fg; nach GlI. (26) ein.

Dann zeichnen Sie die Tangente des abfallenden Astes des Frequenzganges durch die bei-
den Punkte P1 (f= f,; G=1)und P2 (f=10f,; G=10 ).

Parallele und Tangente schneiden sich bei der jeweiligen Grenzfrequenz.

Bei der Grenzfrequenz hat der Amplitudengang den Wert G(fy)= 1/4/2=0,707 . Tragen
Sie diesen Punkt in das Diagramm ein.

Die beiden gezeichneten Geraden (Parallele und Tangente) sind die Einhillenden des
Amplitudenganges. Letztlich erhalten Sie diesen, indem Sie etwa von 0,5 fy bis 5 fy einen
durch den Punkt P3 (f = fq ; G(fy) = 0,707) gehende Kurve zeichnen.

e5)Zeichnen Sie in Bild 3 den Phasengang oi(f) und oy(f) fur die beiden
Sensoren.

Bekannt sind die 3 Punkte:

o(f =0Hz)=0° (30)
o(f=1y)=-nml4=-45° (31)
o( f =100f, )=—-arctan100 ~ -z / 2=-90° (32)

Die Kurve fur den Phasengang verléauft durch diese 3 Punkte mit dem Wendepunkt bei der
Grenzfrequenz f = fj,.
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Zu e4) und eb)

SRV
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0
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60 \ ¢ (f)

20 T > \5 Hz- TP
a0l NEAN
-90-- - ; :\>\=-
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f fgl hcg2 Frequenz f in Hz

f) Wie lasst sich aus dem Diagramm eines Amplitudenganges graphisch die
Grenzfrequenz fy ermitteln?

GemaR e) liegt beim doppelt-logarithmischen MaRstab des Amplitudenganges G(f) der
Schnittpunkt der beiden Geraden Gl. (7) und Gl. (8) bei der Grenzfrequenz fy. Bei dieser
Grenzfrequenz ,,knickt** die zur Abszisse (f-Achse) parallele Gerade ab. So wird die
Grenzfrequenz fy auch als ,,Eckfrequenz** oder ,,Knickfrequenz** bezeichnet.

=
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